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KOCMOTeopo HAa UBUIA paBHOTe>Ke: (PeHOMEeH MaKCHUMAaJTHE MCTYPEHOCTH

Ha pacnosraramy cy HaMm deTupu ujaeHTUIHE Kibure, cBaka jayxuue d = 24 cm. Kmure Tpeda nacara-
TU TAKO JIa OCTaHYy y PABHOTEXKU U JIa KPaj jeJHe OJl IbUX IMTPYU HajBUIE MOryhie y OHOCY Ha WBHILY
XOPU30HTAJIHOT CTOJIA, IIITO heMo oKapakTepucaTn aykuHoM {;. /lara cy detupu ciienapuja 3a £, > d.
V cBakoM heMO MepUTH XOPU30HTAJIHO pacTOjare n3Mel)y uBuIle CTOJa U JIECHOT KPaja HajUCTypeHN]e
KIbUTe, & yMambeHo 3a d, 1j. Al = {;, — d. 3a gerupu ciydaja upejcrasbeHa Ha caunu: (1), (i1), (1),
u (iv) oBo pacrojame, Aly, pegom uznocu: 1 cm, 3 cm, 3 cm, u 4 cm, MTO HOCTEIBU CIyUa] U3/1Baja
Kao OHAj ca Ham3rje] MakcuMmajHoMm uctypenorthy. Mehyrum, Ty muje kpaj. [lokaszaru ga mocroju
TODOJBINIAHE, Tj. JOII je/laH CIEHAPUO WaYHo Y KOjeM Kpajiba Kibura jgaje ucTypeHocT Al .. > Aly,
Vk € {1,2,3,4}. Ckunuparu cjydaj Tako HAIIAKOBAHUX Kibura u Hahu OpojHy BPeAHOCT O Al .y .
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Csa Tpema cy 3aneMmapsbuBa. Kibnre cy xoMoreHna KpyTa TeJia 0OJIMKa KBaJIpa, u pehajy ce mapaJseHo
Y3y 2K jeJIHa Ha APYTY OCcTajyhn y paBHOTEXKH TaKO J1a IbUXOBE HACTOBHE CTPAHE JIeXKe XOPU30HTAJTHO.
Ayrop dororpaduja: (€©) 2025 DZOAI . oo vv it (6%E)

Pewerve

Hexka je N ykyman 0poj Kiura KojuMm pacmosaxkemo. Cruenujaano, N = 4 y HameM ciaydajy. Y3MUMO
Jia je m oHAj OpOj KIbUTra KOjU ce MaKyje OOYHUM HArOMHUJIABI-EM yJ/Ia/baBajynu ce YJIeCHO OJI MBUIIE
crona, tie je 1 < n < N. Oznaunmo ca 1 KibuTy KOja ce Hajga3uW Ha BPXY, Ca 2 OHY HUCIOJ Ibe, U
TaKO PEJIOM, a HAIOCJIETKY Ca N KIbUI'Y Koja JieXKu Ha cTosy. lecHu Kpaj cBake O] IbUX, PEIIMO
p-te rae je 1 < p < n, je moMepeH yzaecHO 3a d, y OAHOCY Ha JECHH Kpaj OHE HHIEKCHPaHe ca
(p + 1) Koja JiexKu WCIIOJ, JIOK Ceé MCTYPEHOCT JIECHOI Kpaja n-Te KIbUTe MEPU Yy OIHOCY HA UBUILY
crosa. laspe, neka ce npeocraymx N — n Kmbura pacropehyje Tako na ¢popmupa MpoTUBTEKY OBOM
Opojy 0/ m KibWra Koje ce Makyjy y/aecHo o mpuie croya. CkymuHa o oBux N — n KIBbHUTa JleIyje
cujaMa WHTEH3UTeTa f, HaHIXKe Ha CBaKy D-Ty KIbUTY, YHje ce HalaJHe TadKe IIPEMENITajy yJIeBO
300r rpaHUYHE PABHOTEXKE, jep IO yCJIOBY 3aJlaTKa TPaXKMMO MakKcuMyM ucrypenoctu. Heka je m
yKymaH Opoj oBux cuia: fn, fn_1,..., fnom+1, KOju IO IpUPOJIU CTBapu He MOxke outu Behu og N — n,
HUTH O] N, Y 3aBUCHOCTU KOjU OJ OBa JIBa OpOja je MarbH.

MIpeseneno Ha cpucku jesuk, Kocmoiieopoc Kpucrujana XajreHca npeacTaBba U3aibe y NI KIbUTa, OJf 3HAYAja
3a KyaTypy Hayke. Mebhy nsnaBaunma ce Hasasu u UucturyT 3a dusuky y Beorpajy, npBu HHCTUTYT 01 HAIMOHAJHOT
3Havaja 3a Pemybiuiuky Cpoujy.


mailto:mpc@ipb.ac.rs
https://www.dzodan.com/recent

Oxkrodap 2025 Hhncmuwyw 3a pusury y bBeorpagy mpc@Qipb.ac.rs

Jlakjte, MO2Ke ce JIOTOJUTH Jla U3BECTAH OPOj KIbUTa U3 CKynuHe oj muxX N — n HHUje y HelmocpeHOM
KOHTAKTY €a Tope MMOMEHYTOM CKYIIHHOM OJ 1 KEbWTa Koje Cy IpUKa3aHe Ha IpTexy ucnos (oes N —n).
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C nmpyre crpane, 0poj f, cuia, Tj. m, MoXKe y HajMamwy pyKy ontn 0 ykomauko je n = N, mm 1 3a
n < N, mto ¢hopMasIHO 3aIUCyjeMO Kao

min{1,N —n} <m <min{n, N —n}. (1)

Ha rtaj kaunH, nmpoHaiakemeM cBUX ypeherux maposa (m,n) ce nperpaxyjy cse moryhe koudurypa-
Ije HAITAKOBAHWX KIbUTA KOje OM rapaHTOBajle MaKCUMAaJHY UCTYPEHOCT KIbUTA Y OJHOCY Ha WBHILY
cToJIA.

Jasbe, Ha cBaKy p-Ty KIbUTY U3 CKyIla O]l 1 KIbUTa ca CJUKe Jellyje chjla UHTeH3uTeTa [, HaBuIe Kao
HOpMAaJTHA PeakIja Koja MOTHYe OJI KIbUre P + 1 MCIO, Tj. OJ MOBPIIUHE CTOMa 3a p = n. Hamamne
TavyKe OBUX CHUJIa Ce HaJjla3e Ha JEeCHUM KpPajeBUMa KIbUT'a KAKO OMCMO MaKCUMU3UPAJIN UCTYPEHOCT
noBosiehn paBHOTEXKY Ha caMm pyd ojapzxkuBoctu. Hapasmo, mopes Kibura Ha Koje Jieyjy cuie f-rura
(m TaMHO CHBHX, aKO UX UMA), Ty Cy U OHe (n —m CBETJIO CUBUX, aKO UX MMa) Koje Hucy onrepeliene
ckynom of, N — n kmura. Crora ce J1ako Mmokasyje Jia BaXKu

d

— 1<p<n-— 2
s l<p<n—m, ®

F, =N xmg,xkao u F, = p xmg, d,=

rJe je mg TeKUHa KIbure, a d meHa jyxKkuHa. Ha Taj HaunmH 3a ucTypeHocT ¢ HaJa3uMo Jia je

==Y g > (3)
p=1 p=1 p=n—m-+1

mro nokasyje na je { dysxmmja £(dy—mi1, dy—ma2, .-, dy) 1 cTora hemo ce dokycuparn Ha jeJHATNHY
pPaBHOTEXKE MOMEHATa CHUJIa P-Te KIbUIe Y OJHOCY Ha OCYy KOja IPOJIa3h KPO3 HbeHY JIEBY UBUILY KAKO
ducmo m3derym nojassbuBame cuie f, y jennadmnau. OHOCHO,

pr(d—dp):mgxg+Fp_1><d. (4)

DokycupajMo ce cafia Ha CKyII O M TaMHO CHBUX KIbHUTa KOJ Kojux cy F), u d, nenmoznanure. Jlako
je ysuzern na ce £ moxe nocmarparu Kao dyuxuuja £(F, .1, F_mio, ..., Fy,), Te je crora mojecHo
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u3pas3uTu dy, u dyy1 TPEKO OBUX CHUJIA, jep ce JeJINHO y IbUXOBUM H3pa3nuMa Iojassbyje cuia F),. IIpema
ToMe, 32 1 < p < n — 1 umamo 1a je y ciaydajy n > 1
mg Fp—l dp+1 mg Fp

P _1_ — =1- 2
d 2F, F,  d 2,1 Fo

, tme je Fo =0, F,, = N X mg, (5)

na ce y dynknuju ¢ npomensbusa Fj, mojasibyje Kpo3 30up d, + d,i1, & 300r ycjaoBa KOJUM ce cajia
npedpojaBa p mopa Ja Baxu nma je n —m + 1 < n — 1. OBo ce cBoju Ha yCJao0B Ja je m > 2, jep
ampuopu mMaMo m — 1 HemosHaTux cuiaa F-tuma. Kako HaMm je mmib ga ce ¢ eKcTpemusyje, OHIA
Vp e {n—m+1,..,n— 1} mopa na Baxku Hu3 ox m — 1 crenehux jegHaunHa

ol

— =0. 6
5%, (6)
OBaj ycjioB ce cBOu Ha HU3 O M — 1 jegHaYnHA
m
F? = (TQJFF,H) x Fppr, Wp€{n—m+1,.,n—1}, (7)

: o : d
IITO HEMa CMHUC/Ia pa3MaTpaTtu Kaja je n = N, jep je taga m = 0, 10K je £ = 25:1 o Takobe, y
p
caydajy Kaga je m = 1, Tj. KaJaa camo jeaHa cuia f-TUIa Jejayje Ha p-Ty KIbUTY, PeIuMO, Tajla ce He
ocamsamo Ha jegnaqnny (7). Kako je F,_1 = (p — 1) X myg, jennaunna (4) ce cBoau na
d, ] 2p—1mg .

d 2 F, (®)

OsBaj u3pa3 npumemsyjeMo 3a ouo p € {1,...,n > 1} na koje meayje cuna f, = (N —n) X mg (jeauna
nocrojeha). Hapasro mientap mace ckynuue o N —n KEbUTa y OBOM CJIydajy MOpa JiesKaTu Ha IPaBILy
JleI0OBamba CHIIe f.

Y namewm cayuajy, N = 4, namazumo ner (m,n) koudurypamumja: (0,4), (1,1), (1,2), (1,3), u (2,2).
Bummo g camo y mocenmeM ciaydajy (jesauHu ciaydaj rje je m = 2) MOKeMO OYeKUBATU MAKCAMYM
UCTYPEHOCTH, Kaja npuMemyjemo jegnauuny (7). Ho npe Tora ckummpajMo oBuX meT MOryhux ciy-
JajeBa, npu demy ciauke (iv) u (v) npunaajy koudwuryparmju (2,2), rge he jeauno oBa mociemba
noBectu 10 Al = Als = U5 — d, ncnywasajyhn yenos gar y (7). Cayuajesu (i), (ii), (iii), u (iv),
koju cy Beh npukasanu y dopmynanuju 3aj1aTka, He 33,1080/baBajy ycios (7). Mcro Baxku u 3a ciry4aj
(0) y xojem he ce ucnocraButu na Baxu ja je Aly = o — d < 0, 350r 4era OIpUpPOJHO HUje OMIIO
unTepeca Ja ce k = 0 npukaxke y dopmynanuju 3agarka. Vnak, y cBuM curyanujama mnodes o (0)
3aKJ/by4IHO J10 (v) npuMemsyjemo jennauunny () 3a n =1 kaza je u p = 1, ognocuo (@) 3a n > 1.

(0) fi (4) @) P
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Cayuaj (o) : (m,n) = (1,1)

Y oBoj curyanuju umamo tpu Kibure (N —n =4 — 1 = 3) koje dasancupajy jegHy UCTyPeHY KUY
d

(p=n=1),tnejely =d = g 1@ OCHOBY u3pasa [®). IMocroju jomr jemna xoudwuUrypanuja Koja He

yTUde Ha Pe3yJITaT y KOjoj CYy TpU KIUTe, KOje OCUTypaBajy MPOTUBTEXKY CJieBa, HAIlAKOBAHE jeJTHA
Ha JPYTY [0 BEPTUKAJIHM. Y CBAKOM CJIydajy cuiaa fi Jlajyje Ha IpaBIly MEHTPa Mace OBOT CKYyIa Of

Tpu Kure. Hamocnerky, Aly =d; —d = —54 X d= —3 cm.

Cayuaj (i) : (m,n) = (0,4)

Y oBoj curyanuju cse werupu Kmure (p € {1,..,n =4}) ce rommnajy yuaecHo, de3 onrepehema ca
d

nege crpane (m = 0), na je na ocuony ([Bl): ¢; = 22:1 20 = 51 d, 1ok je F, = p x mg. Konauno,
D

1
Aﬁlzﬁl—d:ﬂxdzlcm.

Cayuaj (ii) : (m,n) = (1,3)

Y oBoj curyanuju umamo jeany Kmury (N —n = 4 — 3 = 1) koja dajilaHCupa TPU UCTYDPEHE KIbUTE
(p € {1,...,n = 3}) u o mpeko p = 2 (jenuna moryha omnrmja), riue je o = Zz=1 d,, nox ce d, oapebyje
na ocuoBy (Bl). Kako je F} = mg, Fy, = 3mg, u F3 = 4mg, noduja ce na je dy = d/2, dy = d/2, n

27
d3 = d/8. Ha 1aj HaqHH,Egzﬂxd,najeA&:Eg—d=23—4><d=3cm.

Cayuaj (iti) : (m,n) = (1,2)

Y oBoj curyanuju umamo jBe kwure (N —n = 4 — 2 = 2) koje DajlaHCUpajy JiBe MCTYPEHE KEbUTEe
(p € {1,n = 2}) u o upeko p = 2 (jenuua moryha ommuja 3a m = 1), e je l3 = Zizl d,, 0K ce d,,

onpebyje ua ocuoy (B)). Kako je F} = mg u F;, = 4mg, noduja ce na je dy = d/2 u dy = 5d/8. Ha Taj
HatH/IH,Egzﬂxd, HajeAfg,:Eg—d:ﬂxd:?)cm.

Cayuaj (iv) : (m,n) = (2,2), Aly # Alpax

Y oBoj curyanuju umamo jse Kmure (N —n = 4 — 2 = 2) Koje dajaHCUpajy [1Be UCTypeHE KHbUTe
(pe{l,n=2}) npeko p=1up=2(m = 2), rze je {, = 212;:1 d,, nox ce d, oxpebyje Ha ocHOBY
(). Buamo na je Fy = 4mg, anu Ham je F) HemosHaTta. AKO y3MeMO Jia je CJIydaj CHMeTpUYaH OKO

28
uBuIEe croja, ouga je Fy = fo = 3mg/2, mro nosogu dy = 2d/3 u dy = d /2. Kaxo je {4 = o X d, TO
4
jeA€4:€4—d=ﬂxd=4cm.

Cayuaj (v) : (m,n) =(2,2), Aly = Alpax

Y oBoj curyanuju takohe nmamo jse Kiure (N —n = 4 — 2 = 2) Koje dajtaHCUpajy JBe HCTypeHe
kure (p € {1,n=2}) npeko p =1 u p =2 (m = 2), rue je 5 = 2127:1 d,, nok ce d, onpebyje na
ocuoBy ([)). 3uamo na je Fy = 4mg, anu hemo Fy onpenuru u3s jennaqusne (1), tae je Fy = 0. Onasge

45 — 12+/2
namasumo 1a je Fy = v2mg, maje d; = (8—+/8)d/8 u dy = (7T—2v/2)d/8. Kako je £5 = 52—4\/_ xd,
4+17—-12v2
10 je Aly =l5 —d = + 724 V2 x d. Omguocuo, Als je 3ancta Alpy.y, jep je
Aly =4 cm + (V289 — vV288) cm = 4.029437... cm > Aly =4 cm |. 9)

4
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C apyre crpane, Al ce moxe u3pasutu y dyHKImja o Fy ako npuvernmo obe pesanuje nare y (B,
a MaKCHMaJIHa BPEIHOCT HCTYPEHOCTU C& MOKe OJIPEIUTH MPUMEHOM aPUUMETUYKO-TEOMETPUCKE
HEjeIHAKOCTH, JaKJe 0e3 NKAKBOI I03UBambha Ha JAudepeHnujaJnn padyH. dpyrum peanma,

7d d ( F +mg\/§)

Aly(Fy) = — Vs TR (10)

8  2V2
re je Als(Fy) = Alpyax 38 F = mgv'2.
AnrepraruBHao je moryhe m3Bectu ropwmu pesyarar 3a Al m3 ocaM ajredapCKux jeJHAYHHA KOje
IpoM3MUIa3e U3 PABHOTEXKHUX YCJIOBa (JBe 3a cBaky Kibury). Ilomaselin o youenor pacrylier Tpena
3a UCTypeHOCT y opMysanuju 3ajaTka, TPy MpeJacKy o ciaydaja (i) Ka ciaydajy (iv), ce nobuja
peleme Koje He TapaHTyje je JMHCTBEHOCT, OJITHOCHO IJIODAJTHOCT MaKCHMyMa, aJii OMOryhaBa WHTYU-
TUBHO UJeHTU(DUKOBamke KoHpuryparmje koja Bogn Ka Als. CxoaHo TOMe, mpeTrrnocTaBulieMo jia ce
Taj MAKCUMYM KpHje y HEKOj NeHepaJIn30BaH0] KOoHbUrypamnuju 1aroj Ha caumu (v). Bes ymamuBarma
OTIIITOCTHU, CBE BEJIMYNHE KOje NMajy JTUMEH3Hje JIyKUHE Ce MOTY U3PAa3UTHU MPEKO d, JTIOK Ce CUJIE MOTY
U3pa3uTH y jenwHUNamMa mg. Ha mpumep, jeqHadmHe paBHOTEXKE MOMEHATa CHUJIa Ce MOTY 3alliCcaTh
y OJHOCY Ha JIEBYy MBUILY KPajibe JieBe KibUre, Of] KOje Cy JieBe WBUIle KIbUTa Ha JIHY U BPXY PeIOM
yrabene 3a x u y. Cume HOpMasHuX peaknuja: Fy, Fy, fi, fo, 1 HOBO yBeJieHa CUjia HOpMAJHE pe-
aKIiyje F Koja He MPUIAJa paHuje MOMeHyTHM (paMuinjama, Moryhe je eJIMMUHUCATA HAKOH JIY2KUX
aaredapckux TpaHcdopmaruja. Ha xpajy, y, di, u dy ce MOry uU3pa3suTu IPEKO X, Ia ce MAKCUMYM
uctypenoctu d; + ds Moxke nHahu jgudepennupameM 1Mo x u cja. Mehyrum, dyayhu ga ce monasu oj1 9
BeJIMYMHA, CHCTEM UMa, TAYHO jeJIHY CJI000HYy TpoMersbuBy (9 —8 = 1). ¥V oM ciaydajy, MaKCHMaJIHA
UCTYPEHOCT Ce HajjeJHOCTaBHUje W y MOTIIYHOCTH TPUBUjAJHO OJpehyje Tako IITO ce jesiHa OJ1 CUJIa
(perumo Fy oJ1 €T TIOMEHYTHX) TPOTJIACH HE3aBHCHOM IIPOMEHJBUBOM. TaJia ce eKCTpeM JIaKo J00uja
IIPUMEHOM apUMETULKO—TeoMetmpujcke HejeHakocTu. HacympoT ToMe, YKOJIMKO ce Kao He3aBUCHA
IIPOMEHJbUBA YBeJIe HEKa OJI YeTUPHU Helo3HaTe JyKuHe: ¥, Y, di, U dy, IMpPodJIeM HajBEPOBATHU]jE
IIpeJsia3u y JIOMeH JudepeHInjaTHOT padyHa.

Homen dyuxmuje Als(F;) mopa duru nedunncan kao unrepsan Fy € [mg,2mg|, y3 3aapxabarbe
M3BECHUX PE3epBU IIpeMa KPajibUM Tadkama 300r TpaKTUYHe peasu3aliyje. ¥ IPOTUBHOM, JpyTe
Hero3HaTe He Ou duite ajeKBaTHO JlebuHUCaAHE, Tj. He OU nMaJsie (PU3NIKOT CMUCTA. Y TPAHUIHUM Ta-
gkama omera Als(mg) = Als(2mg) = d/8. Kao 3akipydax, ciaydaj (2,2) 3a pasiuKy O MPEOCTATIX
edUHUTBHO Jlaje KOHTHHYYM UCTYPEHOCTH Ca jacHO JAePWHUCAHUM U jeJMHCTBEHUM MAKCHUMYMOM Yy
F; = mg+/2. Nlnade, Huje Temko yBUIETH fa Cy HojenuHe (DYHKIHje CHMETPIYHE y OJHOCY HA TAUKY
Fy = 3myg/2, nonyr: do(F1) <> d — do(F1), di(F1) <> z(F), Fi < fo(Fr), fi(F1) < F(F1), xao n
JIECHA, 4 JIeBa UCTYPEHOCT KIbUIa y OJHOCY Ha uBHIly croJia. Vnak, oBe byHKIM]e UCTYPEHOCTH HE
JI0CEKY CBOje MaKCHMyMe 3a ucTo Fy (HCTe cy MM BPeJHOCTH MaKCHMyMa, ajm jecne y I = mgy/2,
a sese y Fy = mg(3 — v/2)), Ho muxos 36up nocraje najsehn 3a Fy = 3mg/2.

Tokom mocTaB/bamba W pellaBarma OBOI MPodJeMa KopuiliheHe cy pedepeHiie HaBeJIeHE Y OJIe/bKY
ucro. 3a Jy:KUHYy KibUre y3era je BpeJHocT d = 24 cm, He caMO 3aTO IITO OHA OJroBapa TUITMIHUM
JUMeH3njaMa Kibura, Bell U 3aTo IITO MPeCTaB/ba HAJMAbU 3aj€IHUIKU CaJIPKAJIAI] KAPAKTEPUCTHU-
TIHUX IeJIUX OpOjeBa KOjH Ce 110jaBJbyjy V pelleby.
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